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对伯川德博弈的

正式数学证明与扩展运用
Ξ

魏　翔

　　摘要 : 法国经济学家伯川德提出了伯川德寡头模型。到目前为止 ,对该模型的证明

方法主要采用分段讨论的方法 ,缺乏正式数学证明。为了从数学上对该模型进行正式证

明 ,本文用广义函数中的冲激函数和阶跃函数来刻画间断需求函数 ,以弥补以往证明中只

能对间断函数进行讨论而缺乏数学论证的缺陷。通过使用这种表达方式得到的数学证明

表明 :原始伯川德博弈的结论是近似的 ,严格意义上的纳什均衡点是双方都定价于比边际

成本略微高一点的位置上 ,只有市场需求曲线为水平线时 ,均衡结果才收敛于伯川德博

弈。使用同样的方法 ,斯威齐模型的间断点可以由阶跃函数来刻画 ,数学证明显示 ,在动

态上 ,寡头间可能存在弯折的需求曲线。

关键词 : 伯川德博弈　冲激函数　阶跃函数

一、文献综述

早在 1883年 ,法国经济学家伯川德 (J.Bertrand )

提出了一个寡头竞争模型———伯川德博弈。该模型
有四个假设条件 : (1)市场中只有两家寡头企业 ,两
家企业的产品对于消费者来说是无差异的 ,市场需
求为 Q=D (P) ; (2)假设生产的单位边际成本相同 ,

无固定成本 ,并且没有生产能力的限制 ,即企业可以
无限的生产 ; (3)企业之间只进行一次竞争 ,并且同
时进行定价决策 ; (4)没有其他企业进入市场。该模
型研究的是多人决策问题 ,决策变量是价格 ,双方只
进行一次决策 ,决策结果的均衡点是双方的定价都
等于边际成本 ,即双方都只赚取正常利润。
尽管这个模型已经提出了一百多年 ,并且为寡
头企业提供了很有意义的决策帮助 ,但是到目前为
止 ,该模型还没有被严格地用数学函数进行刻画 ,大
部分证明方法将证明过程的重点放在了推演和讨论
上 ,而非严格的数学证明。
国外学者对该模型的证明较早 ,但是大部分的
重点都放在了对两个寡头的定价的讨论上 ,并基于
此得出模型的均衡结果 ,关于其数学严密证明的内
容非常鲜见。例如杰弗瑞·杰里和菲利普·瑞尼
(Jehle&Reny,2002 )提出的证明方法 :设寡头需求函
数为线性 ,用分段函数刻画了寡头的利润函数 ,然后
通过对两寡头定价的相对比较分析各寡头定价高低
的利弊 ,分析出各寡头在追逐利润最大化的前提下

的定价动机 ,最终得出模型平衡时寡头的定价。埃
尔玛·沃夫斯岱特 ( ElmarWolfstetter,1999 )在其著作
中提出的证明方法是对利润函数用分段函数刻画 ,

之后通过定性推演和讨论得出模型平衡时的结果。
相对而言 ,TuinstraJan (2004)的证明方法考虑了垄断
竞争市场的企业对价格的调整过程 ,他指出 ,企业由
于不能完全预测市场的需求量 ,所以要通过在过去
价格上的需求来推导出一条线性的需求曲线 ,再根
据这一需求曲线制订出一个更合理的价格 ,进一步
对这一动态价格调整过程进行数值模拟 ,会发现如
果价格的交叉影响和需求曲线的斜率都很小 ,市场
的最终价格是会聚在伯川德的纳什均衡价格点上
的。①TuinstraJan 证明的突出之处在于他考虑了价
格的动态路径 ,但由于缺乏对需求函数动态变化的
连续刻画 ,而只是运用实证角度通过一系列数值模
拟的方法 ,因而他无法严格地证明价格收敛的路径。
另有 Kwang-HoLee 和 BaldickRoss (2003)提出可以
通过建立一个用于解决所有不完全竞争中的纳什均
衡解的值的支付矩阵模型 ,进而求解到伯川德博弈
中的纳什均衡解。但这一模型是从两个以上的企业
的竞争求解出发的 ,因而与此处的严格的伯川德博
弈仍有区别 ,而且求解的过程并不能很好地说明为
何会达到纳什均衡解 ,而是首先假设纳什均衡解是
存在的。
国外文献的另一个重点是围绕伯川德博弈的含
义和特征以及如何破解博弈进行讨论。例如 ,Amir
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Rabah、GriloIsabel和 JinJim (2004)指出 ,伯川德博弈
的特征之一就是要满足需求的价格弹性是对于价格
的非减函数。JunByoung 和VivesXavier (2003)指出 ,

在Markov的完美均衡中 ,能够为企业提供优于伯川
德竞争结果的结果。博弈的解释方面 ,较有代表性
的是 ,FurthDave (2003)提出通过建立在企业间可以
有“价格中心原则”(主要是对不同的顾客实行价格
歧视)的合谋的基础上 ,用一个“伯川德 - 埃奇沃斯”
模型来解决博弈。
国内学者在对寡头市场的研究中涉及到关于伯
川德博弈的证明问题 ,证明方法仍然是将重点放在
了分情况讨论上 ,而缺乏严格的数学证明。例如李
明志和柯旭清 (2004)在其著作中提到的一种证明方
法 :该方法用分段函数刻画了寡头的需求函数 ,然后
通过对两个寡头所定的价格进行比较 ,根据不同的
情况分别进行说明 ,运用反证法最终得出该模型在
平衡时的情况是 p1 =p 2 =c (p i 是寡头 i 对产品的定
价) 。张长温 (2004)通过对模型进行讨论 ,说明 p1 =

p2≠c及 p1 ≠p2 时模型极不稳定 ,得出只有在p1 =

p2 = c时才稳定。此外 ,还有一部分学者在对假设条

件进行了部分修改后给出了该模型的证明方法 ,且
根据纳什均衡的结论 p1 =p 2 来反推出两寡头的价
格。例如 ,谢识予 (2002)提出的一个证法 :假设产品
有一定差别 (替代性极强 ,但不是完全替代) ,建立的
寡头需求函数是以 p1 和 p2 两者为自变量的函数 ,

然后运用反应函数证明该模型 ,最终得出均衡时的
两个寡头的定价。但此时的伯川德博弈已经是引入
了产品差异性的被破解了前提条件的模型 ,而不是
原来的“伯川德博弈”了。类似的证明还有朱善利
(2001)的证明方法 :同样假设产品可相互替代 ,设寡
头的需求函数是以 p1 和 p2 两者为自变量的函数 ,

最终得出寡头的定价。
到目前为止 ,关于伯川德博弈的证明方法中 ,基
本上都是运用分段函数来描述寡头的需求函数 ,②

运用反证法及分析、讨论来得出最终的结果 ,而缺乏
一个严密的数学函数来刻画寡头的需求函数及严密
的数学证明过程。本文试图通过运用阶跃函数和冲
激函数的特殊性质对寡头的需求函数进行严密的刻
画 ,进而对该模型进行严格的证明。并在此基础上 ,

通过对斯威齐模型在该方法上进行新证明和动态讨
论 ,结果显示 ,将阶跃函数和冲激函数引入模型 ,可
以很好地修补分段函数在经济学分析中的非优良数
学特性 ,从而在数学上对此类问题进行更为严格的
证明 ,尤其便于对此类问题进行深入的动态讨论和
分析。

二、进行严格证明的函数基
础 :冲激函数和阶跃函数

　　伯川德博弈之所以没有得到较为严格的数学证
明和数学讨论 ,在于经济学家们没有找到一个合适
的函数来反映经济行为的“间断”现象。而数学中的

广义函数对该类现象有很好的“拟合”性质。
在动态线性系统中 ,奇异函数表示函数或函数的
导数或高阶导数出现奇异值 (趋于无穷) ,是数学上广
义函数的一种。冲激函数就是典型的奇异函数。
冲激函数可以用δ(t)表示 ,其一般定义是 :
δ(t) =0,t ≠0

∫
+∞

- ∞
δ(t) dt=1

(1)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

其中 ,t一般表示时间 ,也可以是其他连续的变
量。
在数学上 ,冲激函数的泛函表达式是 :

∫
+∞

- ∞
δ(t) g(t) dt=g (0) (2)⋯⋯⋯⋯⋯⋯

其中 g(t)为任意在 t=0 处连续的函数。冲激
函数的图形如下 :

图 1　冲激函数δ(t) 的图像

在数学上 ,满足泛函定义式 (2)的函数叫广义函
数 ,这样 ,冲激函数就有了坚实的数学基础。冲激函
数具有“强度”,其强度就是函数对自变量的积分 ,例

如Aδ(t)表示冲激函数的强度为 A,即∫
+∞

- ∞
Aδ(t) =

A。根据定义式 ,冲激 A函数可以做任意延迟 ,假设
其延迟为正向的 t0单位 ,则其泛函定义式为 :

∫
+∞

- ∞
δ(t-t 0) g(t) dt=g (t0) 。其图形为 :

图 2　延迟冲激函数δ(t-t 0)的图像

通过定义冲激函数 ,可以进一步定义一类对经
济数学更有意义的函数 ,即阶跃函数。在经济学中 ,

分段函数十分常见 ,其基本形式可以典型化如下 :

u (t) =
　1, 　t>0

　0, 　t<0
这类函数在数学上可以用冲激函数这样的泛涵

函数定义如下 :u (t) =∫
t

- ∞
δ(τ) dτ,或更为一般地 ,

有du(t)
dt

=δ(t) 。此类函数由于可以被冲激函数定

义 ,并具有图 3 所示的形状 ,因此被称作“阶跃函

51



数”,并具有一些在经济学上有重要意义的性质。更
为重要的是 ,它具备严格的数学形式 ,可以准确地刻
画分段函数。
显然 ,阶跃信号在 t=0 处有间断点 ,为了使之
具有经济意义 ,我们可以定义此点的数值为 a、a/2

或 0。和冲激函数类似 ,阶跃函数可以做任意延迟 ,
表达式为 :

u (t-t 0) =
　1, 　t>t 0

　0, 　t<t 0

其图形见图 4。

图 3　阶跃函数 u(t) 的图像

图 4　延迟阶跃函数 u(t-t 0)的图像

利用阶跃函数与延迟阶跃函数 ,可以描述任意
的方波状函数。例如 ,图 5 (a)所示的方波状函数可
写作 f (t) =u (t-T ) -u (t-2T ) ,其图形可由图 5 (b)

的两个延迟阶跃信号叠加而来。

图 5　用延迟阶跃函数表示的方波状函数

同样 ,阶跃信号也可以有“强度”,表示为Au(t) ,

其中 A代表强度。阶跃函数还具有“单边性质”,即
任意函数一旦与阶跃函数相乘后即变为单边函数 ,

其过程如图 6所示 :

图 6　阶跃函数的单边性质

三、正式数学证明与相关修正

在相关文献中 ,由于伯川德博弈证明中将厂商
的利润设定为其产品的间断函数 (蒋殿春 ,2000) ,因
此该模型没有得到严格的数学意义上的证明。因为
传统经济学中没有处理间断函数的成熟工具。现
在 ,利用冲激函数和阶跃函数的性质就可以对这个遗
憾加以弥补。
证明伯川德博弈的关键是要对寡头源于同质产
品的间断型需求函数用性质完好的函数加以刻画 ,以
之代替不是很严密的用直观图形推演或分情况讨论。
伯川德博弈中两个寡头的反应机制和结果是 :
市场上只有寡头 1和寡头 2,经营同质产品 ,边际成
本为 c,如果寡头 1的售价 p1小于寡头 2的售价 p2 ,
则寡头 1得到全部市场需求量 ;如果寡头 1的售价
p1大于寡头 2的售价 p2 ,则寡头 1得到的需求量为

零。同样的法则也适应于寡头 2。如果二者的售价
相同 ,则各自得到一半的市场需求量 (这个条件并不
是决定性的 (Tirole,1998)) 。即消费者在价格相等时
在两家寡头处消费 ,否则只会在一家寡头处消费 ,因
此市场的需求函数可以表示为价格函数 ( Tirole,

1998) 。
证明 :寡头 1在伯川德博弈机制下的需求函数
可以用阶跃函数表示为 u (p2 -p 1)·D (p1) 。同理有
寡头 2的需求函数为 u (p1 -p 2)·D (p2) 。并定义间
断点 p1 =p 2处 u (p2 -p 1) =u (p1 -p 2) =1/2 。由此也
可知 ,在 p1 =p 2处 ,δ(p2 -p 1) =δ(p1 -p 2) =1/2, 则
伯川德博弈 (即寡头 1和寡头 2分别选择 p1和 p2以
最大化各自的利润Π1 和Π2)可以方便地按完全信
息静态博弈的正规方式表示为 :

max∏1 (p1 -c ) u (p2 -p 1)·D(p1)

max∏2 (p2 -c ) u (p1 -p 2)·D(p2)

该博弈的求解就是求解联立的偏微分方程 :
5∏1

5p1
=0 且

5∏2

5p2
=0

即 :u (p2 -p 1) [D (p1) + (p1 -c ) D′(p1) ]
= (p1 -c )δ(p2 -p 1) D(p1) (3)⋯⋯⋯⋯⋯
且 u (p1 -p 2) [D (p2) + (p2 -c ) D′(p2) ]
= (p2 -c )δ(p1 -p 2) D(p2) (4)⋯⋯⋯⋯⋯
根据 p1和 p2的相对大小 ,方程组 (3)式和 (4)式
有三种解状态 :
状态 1:p 1 =p 2 =p ≥c。此时 ,由(3)式和(4)式得 :

p1 =c+
D(p1)

D(p1) -D ′(p1)
(5)⋯⋯⋯⋯⋯⋯

p2 =c+
D(p2)

D(p2) -D ′(p2)
(6)⋯⋯⋯⋯⋯⋯

则 p 3
1 =p 3

2 =p 3 =c+
D(p 3 )

D(p 3 ) -D ′(p 3 )
由市场需求函数的形态可知 ,

0≤ D(p 3 )
D(p 3 ) -D ′(p 3 )

<1, 所以有 :

p 3
1 =p 3

2 =c+ δ,δ∈[0,1 ) (7)⋯⋯⋯⋯⋯
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此时的解状态是稳定的 ,因为寡头 1 和寡头 2

都没有动机离开这个状态。该原因的直观解释是 ,
“伯川德博弈”假设博弈双方都具有完全信息 ,所以 ,
理性的参与人必然会预测到如果自己为了独占市场
而总是将价格定得低于对方 ,则“价格战”的结果将
是大家都没有利润 ,尽管双方可以均分市场。所以 ,
一个比“伯川德博弈”的均衡解 (p 3

1 =p 3
2 =c )的帕累

托改进解是两个寡头各自根据市场需求曲线的形状
和斜率 (即根据市场需求量和变化趋势)制定一个彼
此相同但却高于边际成本 (从而双方都有利可图)的
价格。而只有在市场的需求曲线为水平线时 (此时
类似于产品市场已经是完全竞争的 ,市场价格为外生
给定) ,两寡头的均衡解此时才会收敛于“伯川德博
弈”的均衡解 (p 3

1 =p 3
2 =c ) ,此时双方的利润为零。

状态 2:p 2 >p 1 ≥c。此时由阶跃函数在间断点
的定义和冲激函数的定义可知 ,

p1 =p 2时 ,δ(p1 -p 2) =δ(p2 -p 1) =1/2

p1≠p2时 ,δ(p1 -p 2) =δ(p2 -p 1) =0 。

因此 ,在该种情况下满足 (3)式和 (4)式同时成
立的解状态为 :

p 3
2 >p 3

1 =c+
D(p1)

2D′(p1)

但是 ,该解状态是不稳定的 ,因为在这种情况
下 ,寡头 1获得正利润 ,而寡头 2获得零利润。一方
面 ,出于完全信息和完全理性 ,寡头 2即便总是将价
格降到寡头 1的价格之下 ,经过“价格战”,二者都得
不到正利润 ,但这种行动并没有使寡头 2的状况和
原来相比出现恶化 ,因此寡头 2有动机这样做 ;另一
方面 ,寡头 2还可以将价格降到和寡头 1的价格一
致的位置上 ,进入解状态 1,如上所述 ,在状态 1, 双
方都没有动机改变现状。由此可知 ,在状态 2,寡头
2有动机改变现状 ,所以状态 2是不稳定的。
状态 3:p 1 >p 2≥c。此时的解状态是 :

p 3
1 >p 3

2 =c+
D(p2)

2D′(p2)

类似于对状态 2的分析 ,可知 ,状态 3也是不稳
定的。
综上所述 ,可以发现 ,只有状态 1是唯一稳定的
解状态 ,也就是该博弈唯一的纯战略纳什均衡解。
由此可以对“伯川德博弈”修正如下 :
“伯川德博弈”的完整情形是 ,如果市场需求曲
线是正常的形状 (非水平) ,则价格均衡于高于边际
成本 c处 ;如果需求曲线是水平线 ,则均衡价格等于
边际成本。
基于参与人的完全信息和完全理性 (这也是“伯
川德博弈”的原始假设) ,参与人并不会如原始的“伯
川德博弈”所预见的那样 ,如同寡头间进行了完全竞
争的“价格战”,将价格定在边际成本处。正式证明
显示 ,该模型中并不存在零利润均衡 ,博弈实际均衡
于双方都获得微小正利润处。该市场仍然表现出不
完全竞争的某些特征。
为什么正式数学证明和以往的证明之间会出现

差异呢 ? 主要原因在于 :

第一 ,以往的证明由于无法用广义函数来“连续
地”刻画分段函数或间断函数 ,因此只能用分段讨论
的方法来解析参与人之间的定价策略 ,而对于间断
点处的讨论要么被忽略了要么在技术上无法涉及 ,

于是 ,对参与人定价行为的解析是非连续的 ,必然遗
漏一些战略细节。比如 ,考虑到定价的最小单位是
1元 ,当一个参与人将价格定为 c+1 元时 ,另一个
参与人只有两个选择 ,要么一同定价为 c+1 元 ,要
么展开“价格战“ ,将价格定为 c 元。但掌握完全信
息的双方一定会发现 ,降价 1元尽管能获取全部市
场 ,但却失去利润 ,这将促使它选择定价为 c+1 元。
第二 ,阶跃函数实际上是将定价于零利润处和
非零利润处两种离散状态连续化了 ,这就可以细致
考察价格在离散变化时利润曲线的连续变化 ,从而
我们发现 ,离散的价格变化并不一定会使博弈出现
非此即彼的情形 ,考虑到连续变化的情况 ,博弈结果
就不一样了。

四、扩展性运用 : 斯威齐
模型的证明与动态讨论

　　运用基于冲激函数和阶跃函数的函数刻画方
法 ,不但可以精练地证明伯川德博弈 ,而且可以用来
处理一般性的关于分段函数的数学证明与推演。一
个典型的运用是对“斯威齐模型”(Sweezy,1939)关于
折弯的需求曲线的数学证明。
在相关文献中 ,基于和伯川德博弈证明中的同
样困难 ,即伯川德不现实地将厂商的利润设定为其
产品的间断函数 (蒋殿春 ,2000) ,斯威齐模型同样没
有得到严格的数学意义上的证明 ,因为传统经济学
中没有处理间断函数的成熟工具。现在 ,利用冲激
函数和阶跃函数的性质就可以对这个遗憾加以弥
补。更为重要的是 ,通过用函数来严格刻画模型的
间断性后 ,我们还可以对模型加以动态化的深入讨
论 ,这在此前的技术水平下是无法进行的。
总体上说 ,阶跃函数以及其单边性质和导数特
性可以用来处理所有和间断函数相关的经济问题。
证明斯威齐模型的关键是要对寡头间“跟跌不
跟涨”的间断型的价格策略用性质完好的函数加以
刻画 ,以之代替不是很严密的用直观图形推演或分
情况讨论。
寡头 1和寡头 2的“跟跌不跟涨”的价格策略可
以描述为 :

Ûp1 =- (p1 -p 2) u (p1 -p 2) (8)⋯⋯⋯⋯⋯

Ûp2 =- (p2 -p 1) u (p2 -p 1) (9)⋯⋯⋯⋯⋯

并令间断点 p1 =p 2处 u (p1 -p 2) =u (p2 -p 1) =

1。按照斯威齐模型的假设 ,初始状况为p1
0 = p1 (0) ;

p2
0 =p 2 (0)( p1 (0) ,P2 (0) >单位成本 c) 。

其中 :p i =寡头 i的产品价格 ,是时间 t 的函数 ,

即 p i =p i (t) ,t=1,2;u (t)是“阶跃信号函数”,且有
du(p1 -p 2) /dp 1 =δ(p1 -p 2) 。
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令 :

　Ûp1 =0

　Ûp2 =0

得系统 (8) 、(9)的均衡点 :p1
3 =p 2

3 =a (a 为任意正
常数) 。
因为 (8)式、(9)式在均衡点处的雅可比矩阵为 :

A=
(P2 -P 1)δ(P1 -P 2) -u (P1 -P 2) , (P1 -P 2)δ(P1 -P 2) +u (P1 -P 2)

(P2 -P 1)δ(P2 -P 1) +u (P2 -P 1) , (P1 -P 2)δ(P2 -P 1) -u (P1 -P 2)
=

1,1
1,-1

　　所以 ,在均衡点附近对系统 (3) 、(4)进行线性化 ,

得 :
Ûp1 =- (p1 -a ) + (p2 -a ) ⋯⋯⋯⋯⋯(10)

Ûp2 = (p1 -a ) - (p2 -a ) ⋯⋯⋯⋯⋯⋯(11)

上述系统的系数矩阵为 :

A=
-1,1

1,-1
由 A- λE=0 ( E为单位矩阵)得 A的特征值为 :
λ1 =0

λ2 =-2

由 (A- λE) v=0 得 A的特征向量为 :

v1 =
1

1
　v2 =

1

-1
系统的通解为 :

p1 (t) =C 1 +C 2e
-2t +a

p2 (t) =C 1 -C 2e
-2t +a (C1 ,C2为常数)

将初始条件 p1
0 =P 1 (0) 、p2

0 =p 2 (0)代入上式 ,
得 :

C1 =[p 2 (0) +p 1 (0) ]/2-a

C2 =[p 1 (0) -p 2 (0) ]/2

通解为 :

p1 (t) =[p 2 (0) +p 1 (0) ]/2+[p 1 (0) -p 2 (0) ]e -2t /2

(12)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
p2 (t) =[p 2 (0) +p 1 (0) ]/2-[p 1 (0) -p 2 (0) ]e -2t /2

(13)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
以上系统的相平面图如图 7。

注 :粗箭头表示特征向量的方向 :细箭头表示系统动态
的解路径。

图 7　系统线性化后的相图

由图 7和 (12)式、(13)式。可知 :

lim
t→∞

(a,a ) = lim
t→∞

(p2 (t) ,p1 (t))

a=[p 2 (0) +p 1 (0) ]/2

由上可知 :系统 (3) 、(4)在

p1
3 =p 2

3 =a=[p 2 (0) +p 1 (0) ]/2

(14)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
处是局部渐进稳定的。
由于 det (A) =0, 同时根据 Liapunov对线性化的
定理可知 ,系统 (10) 、(11)中的不稳定点 ,在系统 (8) 、
(9)中有可能是稳定点 ,即 ,p1

3 =p 2
3 =a 不一定是系

统唯一的均衡点 ,但是 ,在系统 (8) 、(9)中 ,由阶跃信
号函数的性质知 :当 p1 =p 2 时 ,u (x)不会为零 ,这就

排除了多个均衡点的存在 ,因此 p1
3 =p 2

3 =a 是系统
唯一的均衡点 ,也是全局渐进稳定的均衡点。
结论 :从以上过程 ,尤其是由 (12) 、(13)式可以看
出 ,如果初始状态不在均衡点 ,则随着时间的推移 ,寡
头们的价格会逐渐趋于一致 ,并保持稳定不变 ;如果
初始状态就在均衡点 ,则这一价格点将不再变化 ,一
直稳定在该点 ,即寡头们制定一个稳定的价格后很少
变更价格 ,价格具有“粘性”。这正是斯威齐模型的最
终结论。在此得到严格的数学证明。

四、简要总结

本文将属于广义函数的阶跃函数和冲激函数用
来严格地刻画分段函数 ,从而可以对伯川德博弈的利
润函数进行直接计算 ,而不是分情况做定性讨论。
本文从数学上严格证明了伯川德博弈的结果 ,并
说明 ,伯川德博弈的均衡点严格地说来是双方都定价
于比边际成本高出一个相同的极小量的位置上 ,这个
极小量可以比最小货币结算单位还要小 ,因此实际中
可以被忽略。但这一结论却说明了寡头在理论上是
有极小利润的 ,从而解开了“如果两个寡头都没有利
润 ,他们为什么要进入 ?”的悖论。在此基础上 ,本文
讨论了当市场需求曲线处于不同情况时 ,博弈结果的
收敛性。
最后 ,本文通过将相同方法运用到对斯威齐模型
的证明中 ,显示了该种方法可以很好地转换经济学中
的分段函数 ,以便可以用数学方法对之进行博弈分析
以及进一步的动态分析。

注释 :
①在本文第三部分我们证明了 ,当市场需求曲线 D (p)为

一水平线时 ,最终价格才会收敛于伯川德的纳什均衡价格点
上。
②国内外文献中关于证明方法的显著区别不在于方法思

路 ,而是对需求函数的设定不尽相同。国外无论是对模型的理
解、证明还是运用中 ,需求函数一般都被设为指数形式 (如 D
(p1 ,p2) =e -p

1 +p 2/p 1) ,这与国内普遍设为线性的假设很不同。
而在本文的证明方法中 ,需求函数的形式可以是任意类型的。
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(上接第 13页)实现公平分配的手段 ,目的是实现公
平竞争、最优的效率和最公平的分配 ,最终实现社会
主义 ;限制权力过分集中 ,阻止政府向官僚主义化发
展 ,促进民主化发展进程 ;实现劳动者自治 ,防止劳
动异化的发生。因此 ,市场社会主义的核心是将市
场机制与社会主义结合起来 ,利用市场机制实现社
会主义的目的。市场社会主义就是社会主义经济制
度与市场机制相结合 ,运用市场机制来实现社会主
义的目的。这一概念表明 ,市场社会主义是一个二
阶概念 ,它表示市场社会主义是在一种能够提供最
优经济效率的社会制度中充分实现社会主义的价值
与目标。社会主义的价值与目标是分配平等、社会
公正、自主自由、充分就业等 ,而市场能够使经济效
率最优化。简言之 ,市场社会主义就是平等加效率。
市场社会主义包含将社会主义与市场机制相结合的
各种社会主义经济理论及其经济制度 ,而不论其结
合的程度。从 20世纪 30年代兰格提出的“竞争的
社会主义”经济理论到 90年代以来西方国家出现的
各种将社会主义经济原则与市场经济相联系的经济
理论 ,都可以归入市场社会主义理论 ;前南斯拉夫和
匈牙利等东欧国家在 50-60 年代进行社会主义经
济改革后形成的经济体制以及 90年代以来由计划
经济向市场经济过渡的转型国家 ,都是市场社会主
义经济体制。
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