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改善计量经济模型拟合误差的方法

何　耀

一、导引

在经济计量分析的实际工作中, 往往希望找到满足以下几个特点的回归经验公式: 变量之间的关系有合
理的经济解释; 解释变量与被解释变量之间有统计上的显著关系; 拟合误差尽可能小且相互之间在度量上相
差不宜过大。第一个特点的实现要由符合现实的经济理论指导; 第二个特点的实现要靠样本的可靠和回归模
型的正确; 如何满足第三个特点则是本文试图讨论的问题。
经济计量模型的参数估计以 Gauss- M arkov定理为理论基础, 广泛地使用着最小二乘法估计线性回归
模型的参数, 使参数估计具有最佳无偏的统计特性。这是其它线性估计方法不可取代的优点。但从数据拟合
的意义上讲, 最小二乘法的最优拟合性是以‖‖2模即误差平方和达到最小为标准, 而不是使“最大误差达到
最小”(‖·‖∞最小) 的最优, 因此会出现拟合误差有的太大有的又太小的状况。在实际估算时我们往往希望
将最大误差减小或者希望误差在度量上大小相对均匀。针对这种情况, 我们提出了在不改变由正确线性回归
模型所确定的变量关系的前提下, 尽可能减小最大拟合误差 (或相对误差) 的改进方法。这种方法主要针对
一类样本数据可信度较高但对拟合状态有特殊要求的线性回归方程, 作为其最小二乘估计之后的后继算法。
特别在有减小最大相对拟合误差的要求时, 此方法有其实用价值。
要使最大拟合误差下降, 最多只能达到拟合误差的‖·‖∞最小, 即m in im ax 拟合状态。我们考虑能否在
原回归模型的基础上, 既利用最小二乘法的计算条件和计算结果, 又不改变已经确定的拟合基函数 (即解释
变量) , 而使最大拟合误差趋向或接近m in im ax 拟 合状态呢? 这就是我们要回答的问题。
设定经过统计假设检验的正确线性回归模型为 Y = A Β + u , u 为随机扰动向量,其余的定义如下:

由模型确定的估计参数个数为 n ,样本容量为m ; Y 为被解释变量,选定的解释变量 x 1, x 2⋯, x n;一般有 x j

∈C , j = 1, 2,⋯, n;样本数据点集为{ (x 1i, x 2i⋯, x ni, y i) }, i = 1,⋯,m。y i∈R ,而 x j i可为多维实空间中的点。
列向量 Y = (y 1, y 2,⋯, ym ) T ,参数列向量Β= (Β1, Β2,⋯, Βn) T ; n < m ,若 n = m 则拟合问题将退化为L a2

grange 插值。

A =

x 12 x 21 ⋯ x n1

x 12 x 21 ⋯ x n1

⋯ ⋯ ⋯ ⋯
x 1m x 2m ⋯ x nm

=

A 1

A 2

⋯
A m

= (x j i) = (a ij ) , (1)

　　这里,A i 为矩阵A 的第 i个行向量。特别我们在此规定A 的秩为 n。Β的最小二乘估计为
Βδ= (Βδ1, Βδ2,⋯, Βδn) T = (A TA ) - 1A T Y , (2)

　　对于 Y 的拟合值列向量为 Yδ = (Yδ1, Yδ2,⋯, Yδm ) T = A Βδ,相应的回归分量公式为:

yδi = ∑
n

j= 1

Βδj x j i = A iΒδ,　　i = 1, 2,⋯,m ; (3)

　　拟合误差列向量为:

e = (e1, e2,⋯, em ) T = Y - Yδ (4)

　　我们注意到 (2) 式中的广义逆矩阵是一个线性算子, 当Y 的分量连续变化时参数估计向量的分量也将
随之连续变化, 从而可以改变拟合误差。显然这种变化完全不影响矩阵A , 亦即不会改变由回归模型确定的
解释变量, 在算法上也可反复利用正规方程组系数矩阵的正定性质。调整Y 而影响, 进而使最大拟合误差下
降, 这便是分析的起点。
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二、分析与算法

在以下讨论中, 我们仅给出 t= 1, t- 1= 0时的计算过程, 以后的计算只需将其反复进行, 类似于“有
限步迭代”, 我们将看到 t= 1, 2, ⋯, 且最多不超过 n。
我们定义: yδ(0)

i = yδi; e (0)
i = ei = y i - yδ(0)

i ;　　d (0)
i = ûe (0)

i û;　　i = 1, 2,⋯,m。 (5)

注意 (5) 中拟合误差 e (0)
i 的表达式,其中 y i是没有上标的,即对所有的 i = 1, 2,⋯,m 和 t总有 e (t)

i = y i -

yδ(t)
i ; 在 t = 1时,上标 (0) 均指原回归模型的计算结果和相关数据,从 t = 2 开始则 (0) 指 t - 1步的计算结果
和相关数据。
假定与参数估计向量 Βδ(0) 相对应的拟合误差中有 s 个绝对值相等的最大者:

d (0)
k1 = d (0)

k2 = ⋯ = d (0)
ks

> d (0)
ks+ 1 Ε d (0)

ks+ 2 Ε ⋯ Ε d (0)
km

, (6)

　　我们要同时对 Y (0) 的 s 个分量进行扰动,扰动后的向量表示为

Y (1) = (y (0)
1 ,⋯y (1)

m ) T = Y (0) + Θ2
s

h= 1
∆h I kh

(7)

　　其中 I kh
为m 维向量空间中的第 k h 个单位向量, 0 < Θ< 1。显然 y (0)

kh
上的扰动为 Θ∆h。

首先讨论如何确定 ∆h 才能使 s 个最大误差同时等量下降。
引理 1: 当 s Φ n 时, 则 (É ) 矩阵A 的 s 个行向量A k1 ,A k2 ,⋯,A ks

是线性无关的; (Ê ) 若记△kp kq
=

A kp
(A TA ) - 1A T

kq
, p , q = 1, 2,⋯, s,下列 s× s方阵△是正定矩阵:

△ =

△k1k1 △k1k2 ⋯ △k1kS

△k2k1 △k2k2 ⋯ △k2kS

⋯ ⋯ ⋯ ⋯
△ksk1 △ksk2 ⋯ △ksks s×s

　　证明: 由前定的最小二乘估计已知矩阵A 的秩为 n , 故其任意 s个行向量在 sτ n 时一定是线性无关的;

又由于方阵 (A TA ) - 1是正定的, 因此可对其进行Cho lesky分解, 即有 (A TA ) - 1= GGT , G为 n 阶满秩三角
阵, 加之已设A 的 s 个行向量A k1 , ⋯, A ks是线性无关的, 因此有

△ =

A k1

⋯
A ks

(GGT ) n×n [ (A k1
) T ,⋯, (A ks

) T ]n×n =

A k1G

A k2G

⋯
A ks

G
s×s

[GT (A k1
) T , GT (A k2

) T ,⋯, GT (A ks
) T ]s×s

这就证明了是正定矩阵。
引理 2: 当假定 (É )　　d (0)

k1 = d (0)
k2 = ⋯ = d (0)

ks
> d (0)

ks+ 1 Ε d (0)
ks+ 2 Ε ⋯ Ε d (0)

km
;

(Ê )A k1 ,A k2 ,⋯A ks
是线性无关的;

(Ë ) Yδ(0) 和 Yδ(1) 分别是 Y (0) 和 Y (1) 的最小二乘拟合向量,

并记 ∆ = (∆1, ∆2,⋯, ∆s) T , R (0) = (e (0)
k1 , e (0)

k2 ,⋯, e (0)
ks

) T 时,线性方程组有唯一解存在,则有

d (1)
kh

= (1 - Θ) d (0)
kh

, (h = 1, 2,⋯, s, 0 < Θ< 1) ,

　　其中 d (1)
kh

= ûe (1)
kh

û = ûy kh
- yδkh

û ,　　yδ(1)
kh

= A kh
(A TA ) - 1A T Y (1)。

证明: 由引理 1可知当 s Φ n 时, △∆ = R d (0) 有唯一解存在,此方程组也可表为

∑
s

h= 1

∆h△kp kh
= e (0)

kp
, p = 1, 2,⋯, s ( 3 )

　　再由 (3) 和 (7) 可知

yδ(1)
i - yδ(0)

i = A i (A TA ) - 1A T (Y (1) - Y (0) ) = A i (A TA ) - 1A T (Θ2
s

h= 1
∆h I kh

= Θ2
s

h= 1
∆hA i (A TA ) - 1A T I kh

= Θ2 ∆hA i (A TA ) - 1 (A kh
) T = Θ2

s

h= 1
∆h△ikh

(8)

d (1)
i = ûy i - yδ(0)

i + yδ(0)
i - yδ(1)

i û = ûe (0)
i - Θ2

s

h= 1
∆h△ikh

û (9)

　　当脚标 i = k p; p = 1, 2,⋯s;　i = 1, 2,⋯,m ; k ∈ { i}时,注意 (3 ) 式,则有

d (1)
kp

= ûe (0)
kp

- Θ2
s

h= 1
∆h△kp kh

û = ûe (0)
kp

- Θe (0)
kp

û = û (1 - Θ) e (0)
kp

û (9) 3

= (1 - Θ) ûe (0)
kp

û = (1 - Θ) d (0)
kp
　　证毕。
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　　现在我们讨论如何确定 Θ。
由引理 1可知,只要调整前的最大拟合误差个数 s Φ n, 则引理 2中的假设条件都可以得到满足,而只要
能找到 Θ,使 0 < Θ< 1,则由引理 2可知:用量 Θ∆kh

去扰动 Y (0) 的相应分量可得 Y (1) ,进而用对 Y (1) 所做的最

小二乘估计 Βδ(1) = (A A ) - 1A T Y (1) 构造对 Y 拟合 Yδ(1) = A Βδ(1) 就可使 s个对应点上的拟合误差都小于调整前的
最大误差,即 d (1)

kp
= (1 - Θ) d (0)

kp
< d (0)

kp
, h = 1, 2,⋯, s;但这还不够,因为只有使其余m - s个拟合误差中的最

大者也不大于 d (1)
kp

, 才可保证扰动后的最大拟合误差严格小于扰动前的最大拟合误差,结合 (9) 式可由下式

说明这一设想:　　 m ax
1Φ iΦm , i≠k1, k2,⋯, ks

{d (1)
i } = m ax

1Φ iΦm , i≠k1,⋯, ks

{ûe (0)
i - Θ2

s

h= 1
∆h△ikh

û} = d (1)
k1 = (1 - Θ) d (0)

k1 < d (0)
k1 ,

我们要找的 Θ必须满足上式。下面定理的证明过程给出了 Θ的计算方法。
定理 1: 若符合引理 2的三个假设条件,则有唯一的 Θ存在,且 Θ同时满足 0 < Θ< 1和下列不等式:

m ax
1Φ iΦm , i≠k1, k2,⋯, ks

{d (1)
i } = m ax

1Φ iΦm , i≠k1,⋯, ks

{ûe (0)
i - Θ2

s

h= 1
∆h△ikh

û} = (1 - Θ) d (0)
k1 < d (0)

k1 , (10)

　　证明: 要使满足 (10) 意味它必须同时满足下列二式:

É ) 对某些 i, i≠ k 1,⋯, k s, 1 Φ i Φ m , d (1)
i = ûe (1)

i û = ûe (0)
i - Θ2

s

h= 1
∆h△ikh

û = (1 - Θ) d (0)
k1

Ê ) 对另外的 i,记为 j , j ≠ k 1,⋯, k s, 1 Φ j Φ m , d (1)
j = ûe (1)

j û Φ (1 - Θ) d (0)
k1

首先我们给定集合M 1, M 1 = {iû [sg n (∑i
) = - sg n (e (0)

i ) ∨ 0 ]∨ [e (0)
i = 0 ], 1 Φ i Φ m , i≠ k 1,⋯, k s},

这里定义∑i
= 2

s

h= 1
∆h△ikh

, ∨为逻辑加。

当 i∈M 1时,根据 É ) 式可得 ûe (0)
i û + Θû∑i

û = (1 - Θ) ûe (0)
k1 û ,由此解得与M 1相关联的 Θ为

Θ(1)
i =

ûe (0)
k1 û - ûe (0)

i û

ûe (0)
k1 û + û∑i

û
(11)

　　并由此解法可知它满足 É ) 且有 0 < Θ(1)
i < 1。

这里有二个事实特别要注意:

3 M 1 是非空集合,否则对于所有的 i≠ k 1,⋯, k s存在 sg n (∑i
) = sg n (e (0)

i ) ,因此根据 (9) 式可得 ûe (1)
i û

= ûe (0)
i - Θ∑i

û , (0 < Θ< 1) ,只要足够小,就有 ûe (1)
i û < ûe (0)

i û ;另外由引理 2已证 ûe (1)
kh

û < ûe (0)
kh

û , (h = 1,

2,⋯, s) ,由此对所有的 j = 1, 2,⋯,m 都有 ûe (1)
j û < ûe (0)

j û ,这表明原回归模型的拟合误差平方和 2
m

j= 1
(e (0)

j ) 2被

减小了,这又与回归模型的参数估计 Βδ(0) = (A TA ) - 1A T Y (0) 是最小二乘估计的事实相矛盾。因此M 1 必定非
空。

3 3 Θ(1)
i ≠ 1。若要 Θ(1)

i = 1,当且仅当 e (0)
i = ∑i

= 0, 这又与M 1的定义相矛盾。

其次我们给定集合M 2: M 2 = {iû [sg n (∑i
) = sg n (e (0)

i ) ]∧ [û∑i
û Φ ûe (0)

i û ], 1 Φ i Φ m , i≠ k 1,⋯, k s},

这里∧为逻辑乘。对于 i∈M 2可由 É ) 得到 ûe (0)
i û - Θû∑i

û = (1 - Θ) ûe (0)
k1 û ,由此解得

Θ(2)
i =

ûe (0)
k1 û - ûe (0)

i û

ûe (0)
k1 û - û∑i

û
(12)

　　它满足 É ) 式并有 0 < Θ(2)
i Φ 1。

下面给出集合M 3: M 3 = {iû [sg n (∑i
) = sg n (e (0)

i ) ]∧ [û∑i
û > ûe (0)

i û ], 1 Φ i Φ m , i≠ k 1,⋯, k s},

对于 i∈M 3,结合 É ) 得到 Θû∑i
û - ûe (0)

i û = (1 - Θ) ûe (0)
k1 û ,解之得

Θ(3)
i =

ûe (0)
k1 û + ûe (0)

i û

ûe (0)
k1 û + û∑i

û
(13)

　　它当然满足 É ) 并有 0 < Θ(3)
i < 1。现在我们如下取定 Θ:

Θ= m in{m in
i∈M 1

(Θ(1)
i ) , m in

i∈M 2

(Θ(2)
i ) ,m in

i∈M 3

(Θ(3)
i ) }, (14)

　　由 Θ的取法和M 1 的非空性可知: Θ是存在且唯一的。至此它满足 É ) 且 0 < Θ< 1。
最后我们证明 Θ也同时满足 Ê ) 式:若 j ∈M 1,根据 (9) , (11) 和 (14) ,

ûe (1)
j û = ûe (0)

j - Θ∑j
û = ûe (0)

j û + Θû∑j
û Φ ûe (0)

j û + Θ(1)
j û∑j

û = (1 - Θ(1)
j ) ûe (0)

k1 û Φ (1 - Θ) ûe (0)
k1 û;

若 j ∈M 2,根据 (9) , (12) 和 (14) ,我们有 ûe (0)
j û Ε û∑j

û ,
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ûe (1)
j û = ûe (0)

j - Θ∑j
û = ûe (0)

j û - Θû∑j
û = ûe (0)

j û - Θ(2)
j û∑j

û + Θ(2)
j û∑j

û - Θû∑j
û

= (1 - Θ(2)
j ) ûe (0)

k1 û + (Θ(2)
j - Θ) û∑j

û Φ (1 - Θ(2)
j ) ûe (0)

k1 û + (Θ(2)
j - Θ) ûe (0)

k1 û
= (1 - Θ(2)

j + Θ(2)
j - Θ) ûe (0)

k1 û = (1 - Θ) ûe (0)
k1 û;

若 j ∈M 3,根据 (9) , (13) 和 (14) , ΘΦ Θ(3)
j , ûe (0)

j û < û∑j
û ,

1) 如果 ûe (0)
j û Ε Θû∑j

û ,则有

ûe (1)
j û = ûe (0)

j - Θ∑j
û = ûe (0)

j û - Θû∑j
û Φ ûe (0)

j û - Θûe (0)
j û = (1 - Θ) ûe (0)

j û Φ (1 - Θ) ûe (0)
k1 û ,

2) 如果 ûe (0)
j û < Θû∑j

û ,则有

ûe (1)
j û = ûe (0)

j - Θ∑j
û = Θû∑j

û - ûe (0)
j û = Θ(3)

j û∑j
û - ûe (0)

j û - Θ(3)
j û∑j

û + Θû∑j
û

= (1 - Θ(3)
j ) ûe (0)

k1 û - (Θ(3)
j - Θ) û∑j

û Φ (1 - Θ) ûe (0)
k1 û

由以上证明可知存在唯一的 Θ,它总是同时满足 É ) 和 Ê ) , 且有 0 < Θ< 1。证毕。
根据引理 1、引理 2和定理 1的结论及其证明过程,我们得到以下推论:

推论: 如果引理 2的假设条件被满足,扰动向量 ∆= (∆1, ∆2,⋯∆s) T 由引理 2所确定; Θ由定理 1所确定,从

而确定了 Y (1) = Y (0) + Θ∑
s

j= 1

∆j I k j
;则把最小二乘解向量 Βδ(1) = (A TA ) - 1A T Y (1) 作为原回归模型 Y = A Β + Λ

的拟合解时,至少存在 s + 1个绝对值相等的最大误差满足下式,

ûe (1)
kh

û = ûy kh
- yδ(1)

kh
û = ûy kh

- A kh
Βδ(1) û = (1 - Θ) m ax

1Φ iΦm
{ûe (1)

i û}

h = 1, 2,⋯, l, s + 1 Φ l < m ; s Φ n, 0 < Θ< 1

推论中所表达的含义有几点要注意:

1) 矩阵A 的秩为 n是先决的计算条件,其任意 n个行向量是线性无关的,已隐含H aa r 条件[2 ]的满足。
2) 本算法只可在 s Φ n 时执行,若 s > n 则矩阵△为奇异的,引理 2的条件不被满足,计算必须停止。
3) 算法执行的次数 (即对 Y 扰动的次数) t Φ s Φ n,因此算法至多执行 n 次,则至少可得 n + 1个度量相
等且逐次严格递减的最大拟合误差。具有 n + 1个度量相等的最大误差,是拟合解成为m in im ax 解的必要条
件[2 ],但不充分。为此,我们在后面将提供一个检验最终拟合解是否为m in im ax 解的方法。

4) 注意到 (9) 式当 i = k h , h = 1, 2,⋯, s时也可表为 e (t)
kh

= (1 - Θ) e (t- 1)
kh

, t = 1, 2,⋯, , t Φ n。由于 0 < (1

- Θ) , 故最终不少于 n + 1个的最大拟合误差 e (t)
kh
的符号与初始误差 e (0)

kh
的符号对应相同。这是迭代法求解

m in im ax 拟合解的算法特征[3 ]。
5) 求解 Βδ(1) = (Βδ(1)

1 , Βδ(1)
2 ,⋯, Βδ(1)

n , ) T 时可用下式:

Βδ(1) = (A TA ) - 1A T Y (1) = (A TA ) - 1A T (Y (0) + Θ2
s

j= 1
∆j I k j

) = (A TA ) - 1A T Y (0) + Θ2 ∆j (A TA ) - 1A T I k j

= Βδ(0) + Θ2
s

j= 1
∆j (A TA ) - 1 (A k j

) T (15)

其中 (A k j
) T 为A 矩阵的第 k j 个行向量的转置向量。

三、计算步骤

(a) 对给定的样本数据作回归计量模型, 并对其参数作出最小二乘估计。设经过统计检验 后决定的正确
回归模型为 Y = A Β+ u , 其对应样本数据组为 (x 1i, x 2i,⋯x ni, y i) , i = 1,⋯,m。A = (x j i) , j = 1, 2,⋯,m。其
参数最小二乘估计向量 Βδ= (A TA ) - 1A T Y。

(b) 取出A 的数据,计算A TA ; Βδ ] Βδ(0)
; 0] t, t为第 t次执行调整算法。

(c) 计算A i Βδ(t) = yδi
(t) , y i - yδ(t)

i = e
(t)
i , i = 1, 2⋯,m。检测有多少个绝对值相等的最大拟合误差,并记

个数为 s。(由于舍入误差的影响,允许最大拟合误差绝对值之间有微小差别,即可定义 0 < Ε< < 1, 当 û ûe
(t)
k1

û

- ûe
(t)
kh

û û Φ Ε, h = 2, 3,⋯, s, 视其为相等。) 记下 s 个最大拟合误差的脚标 kh。

(d ) 若 S Ε n + 1, 则停止运算;否则继续下一步。
(e) 计算矩阵△,并求解线性方程组△∆= R

(t) , R
(t) = (e

(t)
k1

, e
(t)
k2

,⋯, e
(t)
ks

) T。算法见引理 1。

(f ) 根据集合M 1,M 2,M 3的定义和 (11) , (12) , (13) , (14) 式确定 Θ。见定理 1。

(g ) 求解新的拟合解 Βδ(t+ 1) = Βδ(t) + Θ∑
s

j= 1

∆j (A TA ) - 1 (A k j
) T。见 (15) 式。
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　　 (计算时若令 (A TA ) - 1 (A k j
) T = 5 k j

,则可解A TA 5 k j
= (A k j

) T得 5 k j
。)

(h) t + 1] t; 返回 (c) 。
由于矩阵 (A TA ) ,△都是正定的, 计算中可反复调用Cho lesky 分解和求解三角形线性方程组的过程体

[4 ]。

四、M in im ax 解的检验方法

设以上算法执行了 t0次,最终使最大拟合误差下降到至少 n + 1 个度量上一致时的相应拟合解为 Βδ(t0)
,

它是否就是原回归模型所确定的超定方程组 Y = A Β的一个m inim ax 拟 合解呢?下面我们转述关于m inim ax

解的特征定理[3 ]:

对给定点, Βδ(t0) ∈R n ,定义Ρi = sgn (e
(t0)
i ) = sgn (y i - A iΒδ(t0) ) ,集合M = {iû ûe

(t0)
i û = m ax

1Φ jΦm
ûe

(t0)
j û},则Βδ(t0)

是 Y = A Β的m inim ax 解,当且仅当 R n 的原点O 被包含于下述凸包中:

O = ∑
i

ΗiΡiA i, ∑
i

Ηi = 1, Ηi Ε 0, i∈M。(A i为矩阵A 的第 i行 )。

　　已知目前有不少于 n+ 1个度量一致的最大拟合误差 e
(t0)
kh

, h = 1,⋯, s, kh∈M , s Ε n + 1,又知A 的任

意 n 个行向量是线性无关的,不失一般性,可记M 中的元为 k 1 < k 2,⋯ < k s,由于{A kh
ûkh ∈M }中的任意一

个元可表为其余任意 n 个元的线性组合,因此存在 n + 1 个不全为 0 的数 Νkh
, h = 1, 2,⋯, n + 1,使

O = ∑
n+ 1

h= 1

Νkh
A kh

+ ∑
s

h= n+ 2

Νkh
A kh

= ∑
n+ 1

h= 1

Νkh
A kh

+ ∑
s

h= n+ 2

0A kh
,　k h ∈M ,

　　我们也可将其写为

O = ∑
n+ 1

h= 1

ûΝkh
û

∑
n+ 1

j= 1

ûΝk j
û

sgn (Νkh
)A kh

+ ∑
s

h= n+ 1

0A kh
,　　kh ∈M ,　　 (16)

若令 Ηkh
=

ûΝkh
û

∑
n+ 1

j= 1

ûΝk j
û

, h = 1, 2,⋯, s, 则有∑
s

h= 1

Ηkh
= 1, Ηkh

Ε 0, Ηkn+ 2 = Ηkn+ 3 = ⋯ = Ηks
= 0,

由 (16) 有

O = ∑
s

h= 1

Ηkh
sgn (Νkh

)A kh
= ∑

n+ 1

h= 1

Ηkh
sgn (Νkh

)A kh
,　k h ∈M ,　或　O = ∑

n+ 1

h= 1

Ηkh
(- sgn (Νkh

) )A kh
,　k h ∈M ,

上面二式中任一式都表明R n 的原点O 包含在集合{sgn (Νkh
)A kh

ûk h ∈M }的凸包中。显然,只要有

sgn (Νkh
) = sgn (e

(t0)
kh

) ,　h = 1, 2,⋯, n + 1,　k h ∈M ,　　或者

- sgn (Νkh
) = sgn (e

(t0)
kh

) ,　h = 1, 2,⋯, n + 1,　k h ∈M ,　　　　　 (17)

就可判定 Βδ(t0)是m in im ax 拟合解。
我们看如何求组合系数 {Νkh

ûkh ∈M }。前面已设定当 h > n + 1时Νkh
= 0; 对于第 n + 1个组合系数,我

们规定 Νkn+ 1 = - 1 ,则其余的 Νk1 , Νk2 ,⋯, Νkn
可由如下线性组合式求出:

　　O T = ∑
n+ 1

h= 1

Νkh
(A kh

) T ,　它也可改写为 　∑
n

h= 1

Νkh
(A kh

) T = (A kn+ 1) T ,　　　 (18)

由于 n 维向量组A k1 ,A k2 ,⋯,A kn
是线性无关的, (18) 有唯一的解向量 (Νk1 ,⋯, Νkn

) T 存在, 加上已定的

Νkn+ 1 = - 1 ,这一组组合系数就唯一确定了。最后只需按 (17) 式比较符号就可断定 Βδ(t0) 是否为m in im ax 解。

五、计算简例

取定矩阵
1 1 1 2 2 3

1 - 1 2 4 1 1

T

和向量Y = 3 1 7 11. 1 6. 9 7. 2 T , m = 6, n = 2。其相应模

型 Y = A Β + u 的参数最小二乘估计为 Βδ= Βδ(0)
=

2. 07412

1. 80784
其拟合误差为 e

(0)
i = y i - yδ(0)

i , i = 1, 2,⋯, 6, 列表如下
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e
(0)
1 e

(0)
2 e

(0)
3 e

(0)
4 e

(0)
5 e

(0)
6

- 0. 88196 0. 73372 1. 31019 - 0. 27961 0. 94392 - 0. 83019

按本文算法计算的第一次调整拟合解为 Βδ(1)
=

2. 0333

1. 9778
其相应的拟合误差为 e

(1)
i = y i - yδ(1)

i , i = 1, 2,⋯, 6, 列表如下:

e
(1)
1 e

(1)
2 e

(1)
3 e

(1)
4 e

(1)
5 e

(1)
6

- 1. 01111 0. 94444 1. 01111 - 0. 87777 0. 85555 - 0. 87777

第二次调整拟合解为 Βδ(2)
=

2. 0000

2. 0000
其相应的拟合误差为 e

(2)
i = y i - yδ(2)

i , i = 1, 2,⋯, 6, 列表如下:

e
(2)
1 e

(2)
2 e

(2)
3 e

(2)
4 e

(2)
5 e

(2)
6

- 1. 0000 1. 0000 1. 0000 - 0. 90000 0. 90000 - 0. 80000

例中调整算法执行了二次, t = 2 = n , 得 s = n + 1 = 3个度量一致且逐次严格递减的最大拟合误差: ûe
(2)
3 û

= ûe
(2)
2 û = ûe

(2)
1 û < ûe

(1)
3 û < ûe

(0)
3 û , 由于 s > n 停止计算。注意, 拟合误差的符号在计算过程中始终不变:

sgn (e
(2)
i ) = (e

(1)
i ) = (e

(0)
i ) , i = 1, 2,⋯, 6。

最后检验 Βδ(2) 是否为m in im ax 解。
先按从小到大的次序排列集合中的元: k 1 = 1, k 2 = 2, k 3 = kn+ 1 = 3

因此按 (18) 式取定的线性方程组为:

Ν1
1

1
+ Ν1

1

- 1
=

1

2

解之得 Ν1 = 1. 5, Ν2 = - 0. 5 , 并且令 Ν3 = - 1。再比较符号, 由于

sgn (Νk1
) = sgn (Ν1) = 1 = - sgn (e

(2)
1 ) = - sgn (e

(t0)
k1

)

sgn (Νk2
) = sgn (Ν2) = - 1 = - sgn (e

(2)
2 ) = - sgn (e

(t0)
k2

)

sgn (Νk3
) = sgn (Ν3) = - 1 = - sgn (e

(2)
3 ) = - sgn (e

(t0)
k3

)

根据m in im ax 解的特征定理可知 Βδ(2)
= (2. 0000　2. 0000) T确实是对 Y 的m in im ax 拟合解。

实际上本例选自[3 ],用 Po lya算法求其m inim ax 解时,迭代次数 p = 200时的解为 (2. 0014　 1. 9994) T ,

当 p →∞ 时,其计算解趋向 (2 0000　2. 0000) T。

六、减小最大相对拟合误差

以上方法可用于减小最大相对拟合误差。
设相对拟合误差为 r

(t)
i = (e

(t)
i öy i) = (ûy i - yδ(t)

i ûöy i) ,　i = 1, 2,⋯,m , t = 0, 1, 2,⋯, t Φ s Φ n, 在前
面的整个分析过程中, 只要注意:

( I ) 在引理 2 内保持方程组△∆ = R
(t) 的右端列向量R

(t) = (e
(t)
k1 , e

(t)
k2 ,⋯, e

(t)
ks

) T

( II ) 从引理 2 的 (9) 式开始,其后所有的∑i
由 (∑i

öy i) 替代,∑i
= ∑

s

h= 1

∆h△ikh
,

　　△ikh
= A i (A TA ) - 1 (A kh

) T , i = 1, 2,⋯,m , kh ∈ { i}, h = 1, 2,⋯, s, s Φ n;

( III ) 在其余的所有分析中用 r
(t)
i 替代 e

(t)
i , i = 1, 2,⋯,m , k h ∈ { i}, h = 1, 2,⋯, s, s Φ n;

则对于绝对拟合误差 e (t)
i 分析的结论也同样适用于相对拟合误差 r

(t)
i 。

在进行减小最大拟合相对误差计算时, 应对计算步骤 (c) , (f) 作出相应修改, 步骤 (e) 和其它步骤不
要改动。为使计算程序通用于处理以上二种误差, 也只需在相关步骤中用条件语句分流。
另外要注意当某些 y i 的绝对值很小时,计算相对误差会扩散舍入误差,因此在计算之前最好对数据作标
度化处理 [5 ]。若有某些 y i 为 0,则要作坐标变换。
典型的例子是对于一个二元回归模型, 样本容量m = 59, 估计参数个数 n = 10 , 在回归方程通过统计
检验后, 其最大拟合相对误差为 9. 16% , 另外在十二个点上的误差超过 6% , 用此方法经过 n = 10 次扰
动计算后, 最大拟合相对误差在 n+ 1 = 11个点上一致达到 3. 42% 。

(作者单位: 武汉大学经济学院)
(责任编辑: 曾国安)
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