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误差分量动态经济模型未知

参数的几种处理方法

童光荣

　　由确定性作用转移到随机作用的形式所产生的误差分量

模型的估计方法与常规形式是不完全一样的, 特别是对于建立

在模型的自回归部分相互作用下的序列相关性之上的随机作

用的动态模型更是如此。这里我们不妨考虑干扰项的二阶结构

的特殊情形给出几种具体的技巧性处理方法。

11 模型

我们假定的误差分量动态模型的形式为:

Y i t = 6
p

i= 1

∆j Y it- j + 6
k

k= 1

X k itΒk + u it (111)

u i = Λi + v it, i = 1, 2, ⋯,N , t = 1, 2, ⋯, T

记成矩阵形式, 就有:

Y = Y [P ] + X Β + U (112)

EU = 0,V U = 8 = Ρ2
vW N + (Ρ2

v + T Ρ2
Λ)B N

= Ρ2
v [W N +

1
Q 2B N ]

其中Q 2 = Ρ2
v ö(Ρ2

v + T Ρ2
Λ) ; Y [P ] 是关于滞后内生变量的N T × P

维的观测值矩阵; X 是关于外生变量的N T × K 维的观测值矩

阵。

21 处理方法

2111Κ— 类估计法

根据M addala 定义, 我们把所有属于一般类的使用误差分

量模型的估计方法称为“Κ— 类”估计法。

Κ— 类估计量是按转换模型:

(W N + ΚB N ) Y = (W N + ΚB N ) Y [P ]∆

+ (W N + ΚB N ) × Β + (W N + ΚB N ) u

(113)

的最小二乘估计来计算。

对于每一个Κ∈ [0, + ∞ ], 我们可以得到∆δ(Κ) , Βδ(Κ)。这类

估计量包括误差分量模型所有的古典估计量。譬如当 Κ= 0 时

的W ITH IN 估计量, 当Κ= 1时的最小二乘估计, 当Κ= Q 2 时的

工具变量估计, 当 Κ= ∞ 时的中间估计等等。

如果 ∆ = 0, 所有的这些估计量是一致的, 如果 ∆≠ 0, 几乎

所有 Κ— 类估计量是渐近无偏的。我们先不考虑这些无偏性的

结构, 而首先注意最初的动态误差分量模型, 即

P = 1, ∆[1 ] = ∆≠ 0, Β = 0 时, 其模型为:

Y = ∆Y it- 1 + Λi + v i (114)

跟以前表述的方式一样, 可以得到递归方程如下:

Y it = ∆t
i0 +

1 - ∆t

1 - ∆Λj + 6
t- 1

j= 0

∆jv it- j (115)

为了近似计算的方便, 我们将假定 Y i0, i = 1, 2, ⋯,N 是独

立同分布的特征变量, 其二阶矩为 E Y 2
i0, 它与 Λi 的相关系数是:

E Y i0Λj。

那么, 毫不疑问E Y i0
2 和E Y i0Λi0 的任何Κ—估计量是渐近无

偏的。根据强大数定量, 我们可以计算∆∞ (Κ) = lim
N

∆(Κ)。但是由

于 ∆∞ (Κ) 的复杂性, 这里一般不能绘出它的具体表达式, 然而,

根据初始值不同的假定, 以一个简单的例子可以说明无偏性的

问题。例如, 我们取一形式如同 (114) 的纯自回归模型, 就有: 当

T = 10, P = Ρ2
Λö(ΡN

2 + Ρv
2) = 015, ∆ = 019 时, 如果

Y i0 = u i + v i0,

P lim
N →∞

∆δ(0) - ∆= - 01080

如果 Y i0 =
u i

1 - ∆ +
v i0

1 - ∆2
时, 那么

P lim
N →∞

∆δ(0) - ∆= - 01243

这是都是对W ITH IN 估计而言的。对于最小二乘估计, Y i0

在以上相同的假定之下分别有:

P lim
N →∞

∆δ(1) - ∆= 01176

P lim
N →∞

∆δ(1) - ∆= 01095

这些例子清楚地说明, 初始值不同的假定对这些估计无偏

性的影响是非常重要的。

在这里, 我们可以得出下面的结果: 对任意的 E Y i0Λi, ∆(Κ)

是 Κ的递增函数:

lim
N

∆δ(0) < lim
N

∆δ(Q 2) < l im
N

∆δ(1) < lim
N

∆δ(∞)

由此清楚地知道存在一个 Κ3 ∈ [0,Q 2 ], 使得 lim
N

∆δ(Κ3 )

= ∆。SEV EST ER 和 TRO GNON 曾得出 Κ3 的值如下:

Κ3 = k (1 - Θ) ö[
1 - ∆T

a - ∆
E Y i0Λi

Ρ2 + K (1 - Θ+ tΘ) ]

(116)

其中, K = (T - 1 - T ∆ + ∆T ) öT (1 - ∆) 2

Θ= ΡΛ
2ö(ΡΛ

2 + Ρv
2) ,

Ρ2 = ΡΛ
2 + Ρv

2

一般的情况下, Κ3 ≠Q 2, 这就确定了一个这样模型的工具
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变量估计的半 — 不一致性。

2121 工具变量和推广的瞬间估计方法

为了简便起见, 我们考虑 P = k = 1 时的情形, 初始值定义

为:

Y i0 = C + k 1Λi + k 2v i0 = c + u i0, u i0 = k 1Λi + k 2v i0

Y i1 = ∆Y i0 + bx i1 + Λi + v i1

　　 ⋯

Y iT = ∆Y it- 1 + bx iT + Λi + v i1

这个模型出现以 T + 1 个内生变量 (Y i0, ⋯, Y iT ) 和 T + 1

个外生变量 (常数项和 x i1⋯x iT ) 的三角形模型。这个T + 1个方

程可以简记为矩阵的形式: A Y i - B X i = Γi (212)

其中: Y i = (Y i0, Y i1, ⋯, Y iT )′,

X i′= (1, X i1, ⋯, X iT )

Γi′= (u i0, Λi + v i1, ⋯, Λi + v iT )

A 和B 是 (T + 1) × (T + 1) 阶的矩阵。

例如, 当 T = 2 时,A 和B 是:

A =

　1

- ∆
　0

　

　0

　1

- ∆
　

0

0

1

; 　B =

c　0　0

0　b　0

0　0　b
按 (211) 和 (212) 的要求, 我们可以重新记为: ∃D i = Γi, 这

里 ∃ = (A , - B ) ,D j′= (Y i′, X i′) , 其中 E Γi = 0,V Γi = 8 ,

8 =
w 　Σ′
Σ　v

; v = Ρ2
ΛJ T + Ρ2

v I T

w = k 2
1ΡΛ

2 + k 2
2Ρv

2, Σ′= k 1ΡΛ
2 (1, ⋯, 1)

这样对特殊的模型都可以表示成任意的自回归误差分量

模型。动态误差分量模型 (111) 的具体形式可能简述得更加严

密:

∃D ′= U ′ (213)

其中 　D = (Y�, X�) (214)

这里 Y� 是N × (T + p ) 维内生变量的观测值矩阵, X� 是

N × K (T + p ) 维的外生变量矩阵,U 是N × (T + p ) 维的干

扰变量矩阵, ∃ 是 T × (T + p + K (T + P ) ) 维的系数矩阵。

那么方程 (213) 和 (214) 表示的是误差分量动态模型为三

角的联立方程组。这个模型的估计可以通过取以目标函数的极

小值作为技术工具变量而得到, 即有目标函数:

T r　∃R ∃′ (215)

这里 　　R =
Y′H (H ′H ) - 1H ′Y

H ′Y
　

Y′H

H ′H
= D ′H H (H ′H ) - 1H ′D

方差 — 协方差矩阵 8 的特殊结构蕴含技术工具变量产生

一致性的估计。

如果与初始观测值有关的方程可以从方程组中舍弃, 那么

合理地选择H , 估计的步骤可以根据以下的 (216) 式实施而得

到, 譬如在下面的模型中:

Y it = ∆Y it- 1 + ΒX it + Λi + v i (216)

以 X it, X it- 1, X it- 2⋯ 作为工具变量估计的工具变量。

2131 极大似然法

当干扰向量是正态的, 对估计的问题自然首先考虑的是极

大似然的准则。但是条件似然函数在使用的时候总假定初始观

测值是固定的, 这样极大似然估计对参数组合应用范围很广来

说等价于最小二乘估计, 而且它们是不一致的。

当似然函数考虑到初始观测值的密度函数是无条件的, 将

是什么样的情况呢?我们给出一个无条件的极大似然估计量作

为例子来讨论。

假设我们考虑的模型为:

Y it = ∆Y it- 1 + ΒX it + ΧZ it + Λit + v it (311)

初始值假设为:

Y i0 = Υ&i + u i0

不同误差都假定为多维正态的, 特殊效用 Λi 适合于分解为

下面的概率回归式, 即:

Λi = Ωu i0 + Εi (313)

这里 Εi 是与 u i0 独立的。

在这模型里 (u i0, Εi, v i1, ⋯, v iT ) 是服从正态分布,

即N (0, d iag (Ρu
2, ΡΕ

2, Ρv
2eT ′) , 而 log— 似然函数是:

L N T (∆, Β, Χ, Υ, Ω, Ρu
2, ΡΕ

2, Ρv
2)

= -
N T

2
ln2Π2 N

2
ln d etΡu

2 -
1
2 6

j

Σi′8 - 1Σi -
1

2Ρu
26

i

u2
i0

其中:

Σi′= (Y i1 - ∆Y i0 - ΒX i1 - ΧZ i - Ωu i0, ⋯, Y iT - ∆Y iT - 1

　　 - ΒX iT - ΧZ i - Ωu i0) ,

u i0 = Y i0 - Y Z i8 = Ρv
2 ( I T -

J T

T
) + (Ρv

2 + T ΡΕ
2)

J T

T

= Ρv
2W N + (Ρv

2 + T ΡΕ
2)B N

于是我们可以得到下面的一些似然方程:

5L
5∆ =

1
Ρv

26
i

Y′i (- 1)W Σi +
1

(Ρv
2 + T ΡΕ

2) 6
i

Y′i (- 1)B Σi = 0　

( i)

5L
5Β =

1
Ρv

26
i

X ′iW Σi +
1

(Ρv
2 + T ΡΕ

2) 6
i

X ′iB Σi = 0　

( ii)

5L
5Χ =

1
(Ρv

2 + T ΡΕ
2) 6

i

Z ie′T Σi = 0　 ( iii)

5L
5Υ =

1
(Ρv

2 + T ΡΕ
2) 6

i

u i0e′T Σi = 0　 (iv)

5L
5Υ =

1
(Ρv

2 + T ΡΕ
2) 6

i

ΩZ ie′T Σi +
1

Ρv
26

i

Z iu i0　　 (v)

5L
5Ρv

2 = -
N (T - 1)

2Ρv
2 +

1
2Ρv

46
i

Σ′W Σi = 0　　　 (vi)

5L
5(Ρv

2 + T ΡΕ
2) = -

N
2 (Ρv

2 + T ΡΕ
2)

+
1

2 (Ρv
2 + T ΡΕ

2) 26
i

Σ′iW Σi = 0　 (vii)

5L
5Ρu

2 = -
N
2Ρu

2 +
1

2Ρu
46

i

u i0
2 = 0　 (viii)

其中: e′T = (1, ⋯, 1) ; X ′i = (X i1, ⋯, X iT ) ; Y′i (- 1) = (Y i0,

⋯, Y iT - 1)

上述方程组中的 (iii) , (v) , (viii) 方程式蕴含了 Ρu
2 和 Υ的

极大似然估计量在式 (313) 中是最小二乘估计。如果 Ρδi0 是方程
(313) 的残差, 那么其他的极大似然估计量是方程组中的 ( i) ,

( ii) , ( iv) , (vi) 和 (vii) 式的解, 其中 Ρi0 在 Σi 里由 Ρδi0 来代替。

在这种情形下, 初始观测值定义为:

Y i0 = ΥZ i + ΑX i0 + u i0 (314)

而且 (311) 是不变的, 变量 X i0 不包含在自回归方程中。但

是可以推得一个技术估计量等价于考虑由一个扩充的自回归

模型所得出的极大似然估计量, 这扩充的模型就是:

Y it = ∆Y it- 1 + ΒX it + ΧZ i + ΘX i0 + Ωu i0 + v it

在这个扩充的模型中 ∆, Β, Χ, Ω, Θ, ΡΕ
2, Ρv

2, 的极大似然估计量是
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渐近等价于真实模型的极大似然估计。

假如 Αδ是 (314) 式中 Α的最小二乘估计, Θδ3 和 Ωδ3 是扩充模

型里Θ和Ω的极大似然估计, 那么, Αδ3 = Αδ+ Θδ3 öΩδ3 是渐近的有

效估计。

214 0 — 矩阵法

用于误差分量动态模型未知参数处理的 0 — 矩阵法最早

是 CHAM BERLAN 在 80 年代中期利用嵌入 信息的模型估计

问题而提出的, 它近似于研究个体观测值的同分布和独立性的

联系。并且以计算二阶矩为基础, 以及把推广的均值法与渐近

的最小均方法作为工具。

下面我们考虑的误差分量动态模型, 其表达式中仅限于一

个滞后变量在依变量里且只有一个外生变量, 即:

Y it = ∆Y it- 1 + ΒX it + Λi + v it (315)

它可以表示为如下形式:

Y it = ∆tY i0 + Β6
t- 1

j= 0

∆jX it- j + Λi
1 - ∆t

1 - ∆ + 6
t- 1

j= 0

∆j v it- j

(316)

Y it 的线性性是以 Y i0, Y i1, ⋯, X iT 的一种线性组合为条件

的。如果个体作用 Λi 是与序列 (X i1, ⋯, X iT ) 不相关, 那么就有:

E 3 (Y itöY i0, X i1, ⋯, X iT ) = ∆tY i0 + Β6
t- 1

j= 0

∆jX it- j

+
1 - ∆t

1 - ∆
E ΛiY i0

V Y i0
(Y i0 - E (Y i0) ) (317)

具体地说观测值的实际结构就是原义的线性性有一般的

形式:

E 3 (Y itöY i0, X i1, ⋯, X iT ) = 0 otY i0 + 6
T

j= 1

0 j , tX ij + 0 T + 1, t

(318)

简约式参数 0 取决于下面形式里的参数结构形式:

i) 　 0 0, t = ∆t +
1 - ∆t

1 - ∆
E ΛiY i0

V Y i0
,

ii) 0 j , t = Β∆t- j , 　j = 1, 2, ⋯, t,

ii i) 0 j , t = 0, 　j = t + 1, ⋯, T ,

iv ) 0 T + 1, t = -
1 - ∆t

1 - ∆
E ΛiY i0

V Y i0
E Y i0。

0 的非简约的一致估计就是上述关系式 ( i) 至 ( iv) 以外的

任何形式, 它们可以由 Y it 对 Y i0, X i1, ⋯, X iT 使用最小二乘法而

得到。同样地公式 (318) 是一确定性模型, 最小二乘估计是 0 的

非简约最好的线性无偏估计。

渐近最小均方估计法可以显示出结构参数 ∆, Β, Χ0 =

E ΛiY i0

V Y i0
, S 0 = Χ0E Y i0 的一致估计。

现在我们来考虑以下线性结构的渐近最小均方法。首先假

定线性结构方程如下:

1) 　 0 0, 1 = ∆ + r0,

2) 0 0t = ∆0 0, 1 + r0, 　t = 2, ⋯, T

3) 0 t, t = Β, 　t = 1, ⋯, T

4) 0 j , t = ∆0 j+ 1, t, 　t = 2, ⋯, T ; j = 1, ⋯, t - 1,

5) 0 j , t = 0, 　t = 1, ⋯, T ; j = T + 1, ⋯, T ,

6) 0 T + 1, 1 = - S 0,

7) 0 T + 1, t = ∆0 T + 1, t- 1 - S 0, 　t = 2, ⋯, T

综合以上的关系式在结构参数 (∆, Β, Χ0, S 0) 里产生一个线

性模型。例如: 若 T = 3, 我们就有:
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0
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′

　　 × (∆　Β　Χ0　S 0) ′

显然上式可以简记为:

0 = Z (0 ) # (319)

其中: 0 是元素为 0 ij 的 (T + 2) × 1 维向量, Z (0 ) 是依赖

0 的 (T + 2) × 4 维矩阵, # 是结构参数向量。

如果 0δ是除任何限制以外 0 的一致最小二乘估计, 我们可

以写出有限矩的线性模型:

0δ = Z (0δ) # + Ε (3110)

这里当N →+ ∞ 时, Ε→ 0。

显然, # 的一致估计是:

#δ = (ZδZδ) - 1Zδ′0δ

其中 Zδ = Z 0δ。
这个估计量 #δ是渐近无效的, 因为它没考虑 Ε的渐近方差。

0δ的渐近方差S 可以通过模型 (318) 式得到, Ε= 0δ- Z (0δ) # 的

渐近方差是一矩阵6 (S , # )。S 由估计量 Sδ 代替, (它为模型

(318) 上的最小二乘估计) , # 由估计量 #δ代之, 因此6 (S , # )

的一致估计量就是 Eδ = E (Sδ, #δ) , # 的最后估计量是:

#δ = (Zδ′Zδ- 1Zδ) - 1Zδ′Zδ- 10δ

0 矩阵法一个重要的优势就是它可以应用于当动态模型

有 P 阶滞后时的自回归部分里, 另外, 干扰 v it 的二阶假设不受

限制。此外, 一些异方差S 的估计量可以由使用S 的一个估计量

的任意限制性的假定引进, 具体地就是以粗略的异方差来估计

最小二乘估计的方差。

这种近似的方法同样可以非常容易用于一些区域检验。譬

如模型 (311) 的所有假设是资料生成过程所需要的,

N (0δ - Zδ#δ) 依分布收敛于N (0, 6 )。

所以 Ν= N (0δ - Zδ#δ) ′2δ- 1 (0δ - Zδ#δ→ ς2
T ( (T + 2) + 4)。

如果 (315) 式所引入的假设是不满足的, 则 Ν趋于 + ∞。

这个置信水平为 Α的区域检验的临界域是:

C = {Ν> ς2
1- Α(T (T + 2) - 4) }。
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